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EINE CLASSE VON ABELSCHEN GLEICHUNGEN 


D B. IGEL, 


DOCENT AN DER K. K. TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN WIEN. 


VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 16. MÄRZ 1882. 


Bein Studium der Abel’scheu Gleichungen, welche dureh die Eigenschaft charakterisirt sind, dass, wenn 
-man ihre Wurzeln mit z,, 2,...2, bezeichnet und zs. mm ist, unter diesen folgender Zusammenhang statt- 
findet: 

Se = Ue) me = E) SO S) 


Zn+2 == Oe) zs Enp = O (2742) 1.2 = H (Zin—1) 


Eo +2 (G) m) 7 Ëm) = o (ne) to Enns © en, 
vermisst man das Kriteriwn, vermittelst dessen man an einer gegebenen Gleichung beurtheilen köunte, ob sie 
die genannte Eigenschaft hat oder nicht. Man ist daher geneigt anzunehmen, dass es ausser den von Abel 
behandelten und den mit den binomischen Gleichungen zusammenhängenden keine solchen Gleiehungen mebr 
gibt, und dies unsomehr, als man solche Gleichungen uicht bilden kann und anf sie nirgends geführt wird. 
In noch viel höherem Grade seheint dies der Fall zu sein bei einer anderen Classe von Gleichungen, deren 
sämtliche Wurzeln rational dureh eine von ihnen ausgedrückt werden sollen, und zwar so, dass, wenn 

0 (2) md o, (2) 
zwei Wurzeln derselben sind, die Bezichung bestehen solle 
0, OAS EN ERESE 
Es gewimt daher au Interesse, wenn man anf einen Fall geführt wird, in welchem Glesehungen mit den 
genannten Eigenschaften auftreten, und in welehe die wahre Natur der Gleichungen hervortritt. Die Behand- 


lung eines solchen Falles ist nun der Gegenstand des folgenden Aufsatzes. 
S 1 
Es seien, unter 2 eine gerade Zahl verstanden, drei ganze rationale Funetionen 
Jr (x) =." a, lg pre 


Lë) = AH Inc 
EE EE 


= 
~a 
> 
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ohne gemeimschaftlichen Theiler gegeben. Wir setzen für die Folge fest, dass die Wurzeln der Gleiehungen 
A=0 Zeen p=0 

bezüglieh dureh folgende Buchstaben bezeichnet werden: 

io D gan 

mg Bu Baesch 

Ge ra 


Stellen wir uns nun die Aufgabe, diejenigen Werthe von à zu bestimmen, für welehe die beiden Glei- 
chungen 


1 (fi (x) =0 
J PR 
AA) HI) = U 


zugleich bestehen, so finden wir, mdem wir æ aus diesen Gleichungen eliminiren, eine Gleichung in À 
9) Ar A NV Sun 
2) Uio fathi) = 0, 


wo wir unter diesem Symbole die Resultante der Gleichungen 1) vorstellen. Da die Gleiehung 2) offenbar vom 
nten Grade in 3 ist, so erhalten wir 2 Werthe von 3 und demgemäss die a Gleichungen: 


RE) +4 (æ) = H 
) Verne 


2 
Ə 


Loca 


von denen jede eine gemeinsehaftliche Wurzel mit 7, zU hat. 
Da ferner die Wurzeln der Gleichung 2), resp. den folgenden Verhältnissen gleich sind 


\ ht) : (a) 
4) de =f (b) : Ee 


Dee ne 1 


so kann die Gleichung 2) als diejenige Gleichuuz aufgefasst werden, deren Wurzeln rationale Funetionen der 
Wurzeln der Gleichung /, —=0 sind. Setzt man in den Gleichungen 3) die A-Wertle aus 4) ein, so dass sie 
die Form annehmen: 
BE) a) a) = UV 
5) ROO- 


ai Ee 


so hat jede dieser Gleichungen nebst der mit /,—=0 gemeinschaftlichen Wurzel noch 2-1 Wurzeln, von 
denen eine jede eine Function jener Wurzel ist. Es entsprechen demnach jeder Wurzel von fi =0 
»—1 Werthe, die mit ihr durch eine Gleiehung verknüpft sind. Dass sich jene Wurzel rational dureh jede der 
mit ihr dureh eine Gleichung verknüpften Wurzeln ausdrücken lassen müsse, ist klar, und iel werde nachher 
zeigen, wie dies geschieht. Vorerst soll die Frage erörtert werden, welehe algebraisehe Bedingungen erfüllt 
werden missen, wenn die Relation 

Ad) Ze 

hl) 8 
statt haben soll. Es ist offenbar die uothwendige und hinreichende Bedingung, dass die Gleiehung 2) zwei 
zusammenfallende Wurzeln hat. Die Anzahl der Gleichungen 3) redueirt sich in diesem Falle auf 2—1, von 
denen eine Gleichung ein rationales A enthält. Diese ist also eine rationale ganze Function und hat mit 
Y—=0O zwei gemeinschaftliche Wurzeln. In diesem Falle muss f(e) nothwendig redueibel sein. Wenn man 
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aber /,(z) als irredueibel voraussetzt, so muss man im Falle zweier zusammenfallenden Wurzeln der Glei 
chung 2) nothwendig schliessen, dass diese mindestens noch ein Paar zusammentallender Wurzeln haben 
müsse, dass also die Relationen stattfinden: 

VE 0 

Sl) BO 

BO _ Ad 


re Ta. 


; i : ; PERE SE S 
Ich will nun zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die Gleichung 2) „ Paare zusammenfallender Wur- 


zeln habe, und zwar in folgender Weise. Es lässt sich bekanntlich jede rationale Funetion einer Wurzel von 
irgend einer Gleichung als ganze Funetion derselben Wurzel vom Grade 2—1 darstellen. Sei diese Funetion 
init P bezeichnet, so wird unter der erwähnten Voraussetzung die Gleichung bestehen 
dh (a) — b (b) = 0. 
Setzt man in diese Gleiehung w statt a, so erhält man eine Gleichung, die eine Wurzel mit der Gleichung 


SE 1 (@) zt UI 


E 


gemeinschaftlich bat und dureh Elimination von œ aus diesen Gleichungen eine Gleichung 


q= OU), 
wo © eine rationale Funetion ist. Da man ebenso x ans den Gleichungen 
le) 
AA, 
dl 


p(x) — P(a)=0 
eliminiren kann, so erhält man auf dieselbe Weise 
v= vla 
Wir lernen demnach daraus, dass im Falte 


Hlo) Ze UI 
Aa) BO) 


oder, was dasselbe ist, im Falle zweier zusammenfallenden Wurzeln der Gleichung 2) die Wurzeln o und A 
in der Beziehung zu einander stehen, dass die eine rational durch die andere ausdrückbar ist. Wenn nun f 
als irredueibel vorausgesetzt wird, so schliesst man nach Abel, dass die Wwwzeln von f zs sich so in Paare 
gruppiren, dass eine Wurzel jedes Paares eine rationale Funetion der anderen Wurzel desselben Paares ist. 


7 A S S í 2 2 = ; S n 
Die Auflösung der Gleiehung /, = O redueirt sich also auf die Lösung der Gleichung 2) vom Grade -— und auf 


: n ; : d 
die der o quadratischen Gleichungen. Dieses Resultat werden wir kurz so aussprechen: 


Satz. 


Wenn f (e) irredueibel ist und wenn es möglich ist, zwei ganze Functionen f, und f} so zu bestimmen, 
dass 
Ze A0 
Goin) hO 


ist, so ist die Gleichung f, = 0 eine Abel’sche, d. h. sie hat die Form 





f j= (x — u) (x — O(a 1) (e — b) — O). -e — eee — e) = U. 


T7 D "e 
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Um nun die oben angedeutete Rechnung durchzuführen, erinnern wir daran, dass ® folgende Form hat: 


19, Par Pam 
1 Di ... KE Pn—ı 











dh = Fr Lu) S D fi Z | = Jr (a) =- 1 9 nn Pn—ı 
ET e EE o 
E aeaa Ga 
l Geog 


wobei man sich natirlieh zu denken hat, dass man in dieser Form den Grad mit Hilfe der Gleichung 7, = O 
auf 2—1] herabgedrückt habe. Beachtet man, dass die 9, folgende Bedeutung haben: 


ð =ü ELE 

Ti 1 

s ra 

Pa = e Zu (dr 


a en 2 
Gy = a = aa Ar Q (l Hr Kë 


Ge Ee 


so kann man, indem man in der Determinante die zweite Reihe mit « imultiplieirt und von der ersten Reihe 
abzieht, die dritte Reihe mit e multiplieirt und von der zweiten abzieht u. s. w., die Determinante auf fol- 
gende Form bringen. 


Multiplieirt man die (2—1)te Reihe dieser Determinante mit (o), redueirt den Grad in a mit Hilfe der 
Gleichung f, = 0 und ordnet dieselbe nach Potenzen von a, so erhält ‘p folgende Form: 


N 1 
diti e EN 


R ec 


wo K; die Unterdeterminanten bedeuten. Die Resultante der Gleiehungen 


hat demnach die Form 
ZAK, BJ ,...(ANk— Pd) | 


ee... (S N.E, — b (b) | 
R A . . D D Si S . D . D . D . D . D . | 
1 ER Sa 
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IR 
Zi 


F TE i s e É , (2—1)(2»—2) 
lässt sich jede Curve vom Geschlechte p= 0, d. h. jede Curve mit - — ,— 


punkten dureh eindeutige Transformation auf die Form 
t =f Ar) 
1 eng 
) ale u) 
"tass Ee AH) 
bringen, wo fis fas fa ganze homogene Funetionen »ter Ordnung von A und p sind. Dass umgekehrt die 
Cmve 1) vom Gesehleehte zs ist. kann man folgendermassen leicht einseben. Sehen wir nämlich 2, p, v 
als Coordinaten eines Punktes der transformirten Curve an, so können wir die œ als Funetionen von %, p und 
v betrachten, bei welchen zz U ist; es ist also dieses die Gleichung der transforımirten Curve, d. h. dieselbe 
ist eine Gerade, bei welcher »y=0 ist. Da nun die eindentige Transformation das Geschlecht der Curve nicht 
ändert, so folgt daraus, dass die Curve 1) vom Geschleehte y=V ist. Die Gleichung der Curve 1) erhält man 
bekanntlich durelı Elimination von 2, p aus dem Systeme 
tifi T Yafa T tyfa 5U 


a len Vie ie O 


e 
A 


Diese kesultante enthält die Grössen o. v nur in den Verbindungen 


Ug va = Us Wi 
Ua Vi == Kéi RÉI 
Jr Va = Ur, 


und ist eine Form zten Grades der letztern. Ersetzt man dieselben durch f,, f, fz, s0 entsteht die Gleichung 
nten Grades 
Pd 
welche die Gleichung der Curve ist. — Die Resultante 2) in $. 1 wird offenbar auch aus den Gleichungen 
2 = 
tJi + tafa H ta fz = 0 


erhalten, daraus folgt, dass sie auch aus der Resultante F(A Jp = UU erhalten wird, wenn man in ihr 
EE E 

Der Ausdruck, den man erhält, wenn man in der Gleichung einer Curve eine trimetrische Coordinate 
gleich Null setzt, stellt bekanntlich die Verbindungslinien der dieser Coordinate gegenüberliegenden Ecke des 
Fundamentaldreiecks wit den Punkten, in denen diese Coordinate die Curve schneidet, dar; und da die Resul- 
tante 2) in $. 1 der restliche Ausdrnek von HE, 6 ist, wenn man in dieser zs O setzt, so stellt sie eben 
die Verbindungslinien des Punktes 5, zs 0, 7,0 mit den Punkten, in welchen Pf), iz die Seite f =0 
schneidet. Setzt man in der Resultante 2) in $. 1 Ass 7 fan sv besteht sie offenbar aus den Producten der 
Gleiehungen 5) m $. 1, folgliel stellt jede dieser Gleichungen eine solehe Verbindungslinie dar. Nun ist 
bekannt, dass für einen Doppelpunkt der Curve Hz, Afa) = U die Gleichungen bestehen: 


T i (A) eg An, (2) 
RW“) 
ROSER), 


1 Man vergl. Salmon, Geom*trie der höheren ebenen urven, p. 35; ferner Clebsch, Über diejenigen ebenen Cur- 
ven, deren (Coordinaten rationale Funetionen eines Parameters sind. Crelles Journal, Bil. 63 und Theorie der Abel’schen 
Functionen von Ctebseh und Guardian, p. 67. 
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folglich bedeuten die Gleiehungen 

fa) zz Eé) 

ell = Eist) 

JIO = Ei), 
dass cin Doppelpunkt der Curve anf der Seite s, = 0 Hegt. Der Satz in §. 1 kann jetzt folgendermassen ans- 
gesprochen werden: 

SA. 
Wenn z} (A) irredueibel ist und ein Doppelpunkt der Curve auf der Seite x, = 0 Hegt, so sind alle 
Durehschnittspunkte dieser Seite mit der Cnrye Doppelpunkte. 
Bildet man die Resultante 
di fr er Neit 
von den Gleichungen 
Aa) = 
næ) iR e)= 0, 

so kann man fragen, ob es möglich sei, dass sie ebenfalls ein vollständiges Quadrat ist, wenn Ir, A} 2/3 
ein solches ist. Vom algebraischen Standpunkte betrachtet, könnte es möglich scheinen, während die geome- 
trische Anschauung daranl führt, dass es wenigstens für az 4 im Allgemeinen unmöglich ist, weil, da die 
Curve vierter Ordnung nur drei Doppelpunkte haben kann, es nicht möglich ist, dass anf der Seite w, = 0 
noch zwei Doppelpunkte liegen. Wir wollen es nun auch algebraisch zeigen. Gesetzt, die beiden Resnltanten 
wären vollständige Quadrate, so würden folgende Gleiehnngen bestehen: 


Karo) DL) st 
ABO — ADAC zU 
ORT AN le) zs 


F, (50 > (EIN — o 
AO) - HNO = H 
AAN — AA = 9 


oder, wenn man die Gleichungen nach den Coöffieienten von f, entwickelt, die folgenden: 
ee + ha — A (brar Het 

E Le lge elek geht Le gel Leger inle) lk el 

KOR AN nz AT Bari Rz Bu) 0 


a on War RE m We? a Deh o 
Tun E a= Bo) ee Legd E =E; 
d. h. man würde dann im Allgemeinen eine hinreichende Anzahl von Gleichungen haben, um die Coëfficienten 


von f, zu bestimmen, dureh die Wurzeln von f, und /,, so dass f, eine ganz bestinnnte, im Allgemeinen nicht 
rationale Function sein wird. 


Der soeben gegebene Beweis wird illusoriseh, wenn das System von Gleichungen nieht von einander 
unabhängig ist. In einem solchen Falle könnten möglicherweise alle drei Resultanten 


fr Hië, si, a fr 
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vollständige Quadrate sein. In der That tritt ein solcher Fall ein, wenn verschiedenen Werthen von 2: p 
nicht verschiedene Punkte der Curve F(A JaJa) = O entsprechen, sondern zu jedem Punkte der Curve meh- 
rere Werthe jenes Verhältnisses gehören. Dieser Fall * wird bekanntlich dadurch charakterisirt, dass die 
Gleichungen 

AUDLA e, un 

AIR) ARE) ss H 

LOL) RER — 0 


den grössten gemeinschaftlichen Divisor Yu, An" haben. Das Gleichungssystem in $. 2 sagt in diesem 
Falle nichts Neues nnd ist eine Folge dieser drei Gleiehnngen, welche für alle Au, Au bestehen, die dureh 
die Gleichung Yan, Xu) = 0 verknüpft sind. Nun ist aber bekannt, dass sich stets eine rationale Function 
von àiu so herstellen lasse, dass deren Werthe und die Punkte der Cnrve sieh gegenseitig eindentig entspre- 
chen. Nehmen wir nun an, dass diese Function der Quotient «:» sei, wo x nnd v zwei Fimetionen zten 
Grades von A: bedeuten, so lassen sich die Coordinaten des zum Werthpaare %:p gehörigen Corvenpunktes 
als Formen y, Y, 7, etwa ston Grades von zw darstellen, nnd es wird 


gle) kr, 
Yo) — hf, 
ale) MH, 


wo z von Am mabhängig ist. Dureh Elimination von ve aus dem Systeme 


h Sa Sa = Stär: per): z ar) 
erhält man eine Gleichung sten Grades 
Von dieser Form @ beweist Pasch 2, dass sie irredneibel ist mnd dass GA A hY = UE Jafa), wenn 
>] ist. 
Da wir nun sehon wissen, dass die drei Resultanten 
re AR B Fr) 


ans der Form F(A afa) entstehen, wenn in derselben resp. 71, /, und f} gleieh Null setzt, so folgt darans, 
dass, wenn z gleieh zwei ist, alle drei Resultanten vollständige Quadrate sind. Es bestehen demmach fol- 
gende Gleiehungssysteme 


Ze Lal =k hO 
Ale) = kifa (d) 
Ze A) = bis) 
J) = kf (0) 
Ji) = kf O) 
fi (b) = fe (i ) 
he) = bf (8) 
JD = Ié E 


fi C) = Agfa 8) 


m nn nn mm nn 


Vergl. Lüroth, Mathematische Annalen, Bd. IX, p. 163, und Pasch, ebendas. Bd. XVI, p. 91. 
L. 


1 
2 RE 


xx ¥ 
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Dies bedeutet nach $. I nichts Anderes, 


e : > SE 2 
f= 0 in „ Paare sich so vertheilen lassen, dass die Wurzel eines jeden Paares sieh rational dureh die andere 


Ei 


als dass die Wurzeln jeder der drei Gleichungen f = 0, ,=0 


desselben Paares ausdrücken lässt. Wir können demnach folgenden Satz aussprechen: 
Satz. 
Wenn die Funetionen /, 7,7, in dem Zusammenhange stehen, dass die Gleichungen 
KON DH) bh DI Wl DD) = U 
FORCE) = D 
Ba.0)- 0m) Q 0 


den grössten gemeinschaftlichen Divisor din: Xu) vom zweiten Grade haben, so sind die Gleichungen 
P= m, 08, Nechelzche e i e is 





r æ) = (s 2 e i e — E (a e Olin) 
fa (æ) = (x éi (r nE o ler) 9) 
fh (e) = (x Na de... — E le a Oi). 


3emerkenswerth ist dieser Fall noch dadurch, dass die rationale Function © (£) für alle drei Gleichungen 
dieselbe ist. Erinnert man sieh an die Bildung von ©(£), so folgt leicht folgende Relation: 


zl A äs, änt ale, 


(o Al De a 


Be Ale Ja NV 
RE, oa, 


u — A 





wo à eine unbestimmte Grösse bedeutet. 
$. 4. 
Es sollen jetzt folgende Sätze bewiesen werden: 
Hatz) 
Sind die drei Gleichungen 
von der im Satze $. 3 auseinandergesetzten Beschaffenheit, so lassen sich die Wnrzeln einer jeden von 
ihnen rational durch die Wurzel einer jeden anderen ausdrücken. 
DENEA 2 
Unter derselben Voraussetzung lassen sich die Wurzeln jeder Gleichung dureh irgend cine derselben 


als rationale Fnnctionen ausdrücken, und zwar in der Weise, dass, wenn man irgend zwei solche ratio- 


nale Funetionen mit © nnd ©, bezeichnet, die Relation ee 
H, = 0,0. 
Es bestehen nämlich in diesem Falle folgende Gleichungen: 
D SE (£) Emn — e ($) Ert ci GG GI Ss —f (= E Ze Pol Dh, at 
V=e, lJ ga KK + í Ja A ed Ka ol t ni oi dee UI 
RE Ae NEE en RRT A ee Net 
UE ol Ren nn +e u L HA E m etfi E a} 


u if 0 N et ai WM ID SC MA) 
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welehe von einander abhängig sind und schon aus der ersten folgen. Es verschwindet also folgende Deter- 
wminante: 


oe Or) 
f Ge ee "rb E SE e bg j C) 


r= AORO 
Aal" = TUN 


E wi ”— H G Kë Wir, a Wr i) 


Ist aber č beliebig, so ist es auch 2’, da diese beiden Grössen nur durch die Gleichung LEN) = 0 
S Et ? > riss 


~ 


~ 


I D GR an (ie), MR) 
A ET DNS. ke A (b) 


~ 


zusammenhängen; es missen also dic Coëfficienten der Elemente der ersten Reihe für sich verschwinden, d. h. 
die 2--1 Unterdeterminanten müssen verschwinden. Wenn wir nun statt der Grössen 


resp. die Grössen 


a & Gong = 
Sp rt eg "e 4 gen 
U); Sc Eeer, Ee 
2 


einführen nnd nach den &; entwickeln, so erhalten wir »-+1 Gleielungen zwischen » Unbekannten 


ee 


6 5 Es A o 


fie 


Rn w o „)=0 


een ` Ga: a E, N) —(, 
Jeder Combination von z Gleiehnngen aus diesem Systeme genügt das Werthsysiem 
Eeer d'r 


Aus irgend einer solehen Combination eliminiren wir die »—1 Grössen Z zu... Ze und erhalten die End- 
gleichung 
Zëss, 
Da nun dieser Gleichung die Grösse a genügt, so erhält man bekanntlich die übrigen Grössen in der 
Form 
\e U S ES (a) ..A= Er (a) 


[a =Q a) ee. Net, (a). 


Damit ist nun der erste Satz bewiesen, naeh welchem jede Wurzel einer Gleielmmg dureh diejenige einer 
$ sl = ` tæl 
jeden anderen rational ausdrickbar ist. 
Setzen wir aber in z= 0 statt der Grössen 


die Grüssen 
E KE EE EEN 


= ; E ee Ga 


nud climiniren aus denselben die a— 1 Grössen 


te te 


So aaea 


d 
= 
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so erhalten wir dieselbe Endgleiehung 
Fa) 
welcher die Wurzel 5 genügt. Wir erhalten jetzt 
Ges E (b) SE k= 0a (b) 
Denn. ach ol 
Bo 4 


Vergleieht man die Gleichnngen T) und IT) mit einander, so erhält man leicht die Gleichungen 


O (e) = 0 9,(«a) 
OOSA) 
oder 
00 (a) ORG) (a) 
und somit ist aueh der zweite Satz bewiesen. 


Wir haben sehon oben angedeutet, dass die Resnltante 


HI, Ja Afa 
(Pa HA) a E tafa) o E hafa) 


übereeht, wenn man in ihr à= f: f, setzt. Und da jeder der Faetoren einen linearen Faetor von f, (x) ent- 
3 3 2/3 KR IN 


in das Product 


hält, so muss 
Hin, fa Aa 


Es handelt jetzt darom, die Form V zu eruiren. Zu diesem Zweeke führe ieh folgende Bezeichnungen ein: 
J b T 5 5 


die Form haben: 


Ti (=) — ie Ds a, w? + -I Haw” = d 
h) — bu+b, ST Wein oi lb Bag AE 
f(x) = Bin EES ca? + + ea c= US 
Uu) = a, Ha, Ya Y? e H n y e Aë 
An ët v 134 a D 

Jay) = bat b y H b Y ck Ba Di e ÉI 
en 

so dass die Gleichungen 5) $. 1 folgende Form haben: 
B? (* ‚Be œ 

0 | 
JEDE 





| Be Ce 
De Ce ` Br O= 
=0 = 
Bi © dB CE 
Wie man leicht einsieht, hat y die Form: 
Jie (a EE Be C= 1 


= 











Be (| 5 | BEG? Dr | (x—a) (2—b).. Le 


oder auch, wie eine leichte Umformung zeigt: 








BB: b— Br H DB: | 
De ZE Dr Bir p" S 
p l Gin | b—x | en 
a A H SE S 
d ZC TE ioe EEN A 
lee er 
a—x | DE | | den 
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Setzt man nun 


Dës pe | 
Pa 
we yY — H 
DE „0-0 
| i Ar 


so sicht man, dass y aus y entsteht, indem man in 7 für y successive alle Wurzeln von f) = setzt und die 
Resultate mit einander multiplieirt, d. h, dass y die Resnltante von f (a) und z ist. Nun ist, wenn man y 


entwickelt, 
ES Sg Kr i eh Ste (Ba Con) H Ste (dom Ch y® Arge (Da, n—1 í m) y 3 
Wo 
By = b+ Di Bar Fr ar b; tk 
Or = e cp ++ + amt 
und 


(B, gies? = Du 27 = Mët Le H 


folglich ist 


w= EE 


| (Bon Ou) ’ (Bu Oé). SE (Dun-i Cam) 


| (Boa em ) ER Uc D Cam)! * 


d = 0 gibt nun die Werthe von æ, die zusammen mit den Wurzeln von /, (9) die Werthepaare lie- 
fern, für welche y =0 wird, und wir erhalten die Wurzeln vou j= 0 als rationale Functionen der Wurzeln 
der Gleichungen 3) in $. 1 ausgedrückt. 


8. 6. 
Die in $. 1 behandelte Frage ist ein speeieller Fall folgender allgemeinen Aufgabe: 


„Wenn eine Gleichung mten Grades / (x) =UV gegeben ist, deren Wurzeln durch ze. - «m 
bezeichnet werden, so soll man eine solche Gleichung F(#)=0 bilden, «dass jede Wurzel v derselben 
durch eine gegebene rationale Function Ly: Ae, Ai) von py Wurzeln der vorgelegten Gleichung aus- 


gedrückt werde.“ 
Diese Aufgabe wird bekanntlich einfach dadurch gelöst, dass man das Product 
a eE 
eutwickelt, so dass man die Gleichung erhält: 
P= g% Peti P, p + e H y=0, 


wo Yis Gu Gr die N Werthe, welehe e durch die verschiedenen Vertauschungen der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung annehmen kann, bedeuten und 
SIE x 
Zr HE EE Gs 
DEES S S 
D, = 9 192 + Pi ebe be pyi yy 


PAA J gak 


gesetzt ist. In 'nmscerem Falle ist N= m, d. h. die rationale Function y hängt nur von einer Wurzel der vor- 
gelegten Gleichung ab. Es handelt jetzt darum, die Relationen zu entwickeln, welche aus der Vergleichung 
der Coöftieienten der adäquaten Gleichungen 
Un, fa tifa) =0 
SC =N 
entspringen. Bezeielmen wir mit 
RG ’ RC) ze RGG) 
die Resultante Ky jy, nachdem man in ihr resp. eine Reihe, zwei Reihen oder 4 Reihen der Coëfficienten von 
Ja durch die Coöfficienten von f, ersetzt hat, so ist der zweite Coëfficient von 
hat) 
PE ENN LSI. 
wo die Sumnie sich auf alle Reihen der Resultante ans den Elementen von /, bezieht, so dass TL eine Summe 
von »» Determinanten von je 2mter Ordnung ist. Derselbe Coëfticient in der Gleichung ’=0 ist 
Be 


Ay Ay 


‚ _ She) 1 zx Pa: Ee 
Te) ee 


«Cn—i En 








oe 
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oder, nachdem man diesen Ausdruck mit Hilfe von / = 0 redueirt hat, 
1 s z 
a S OA 
RE 


wo die Summe sich auf alle Wurzeln von f} = 0 erstreeken. Wir erhalten daher die Relation 


DH 


SRE S= SEL, Re" Dor? KR 
= SS R Laer! A Dar NI — 
Da nun ferner der letzte Coöffictent in Ai, paz) = 0 
Blu) 
"nt 


und derselbe Codtlicient in = 0 


[ag fu, Un | 
| u ` a ln | 
p d u e ( Vu z G i D . D . 
ne S Hi 5 E 
i Te) J | de EE 
Co Ga a äs 
| N Set 
ist, so folgt 
ao i «An 
| Ou ee Da An 
Kl) Wii | S 
Ks) Rh) Pite Pai 
[eo Ci Cr 


Dä 
CO 
Ex 


Uber eine Classe von Abel’schen Gleichungen. 


Da mm HA, (e) = Än eu: 80 folgt 


Ga ëlo 2b; 
Gan o o 
n—i | 
Lepsa m=i | Woe on NEE 
EICH En 
Gun e ëaegas n Cr 


Betrachten wir P(w) als eine Function (a—1'ten Grades, so ist bie) die Resultante von dr und fy 
und da dieselbe die («—1)te Potenz von Ka ya ist, so folgt, dass, wem /, und /, eine gemeinschaftliche 


Wurzel haben, A und ® 2—1 gemeinschaftliche Wurzeln haben. ir wird also in diesem Falle gleich 


A 


Gët ` 


wo 5 eine Wurzel von 3, =0 bedeutet, welehe P= O nicht genügt. Wir haben also den Satz: 
Satz. 
Wenn A= 0 und 4 = 0 eine gemeinschaftliehe Wurzel haben, so stellt sich 


Ji | : —? ,—3 
ee EE EE 


in Form einer Determinante «b dar. 
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